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Introduccion. La medibilidad de ciertas familias de subespa-
cios del espacio proyectivo Pn respecto del grupo proyectivo
ha sido estudiada por L.A. Santa16 [6], R.E. Luccioni [4], y
M.I. Stoka [11]. L.A. Santa16 en su articulo "Integral Geo-
metry in Projective and Affine Space" demuestra los siguien-
tes teoremas:
TEOREMA, 1. Lo~ ~ube~paeio~ lineale~ no tienen den~idad
inva~iante ~e~peeto del g~upo p~oyeetivo.
TEOREMA 2. Una eondiei6n neee~a~ia y ~u6ieiente pa~a
que el ~ube~paeio Shl+ ...+Shm' eompue~to de m-~ube~paeio~
lineale~ de dimen~i6n h., ~in punto~ eomune~ yean la eon-
..t
diei6n h1+hZ+ ...+h+m < n+l, tenga una den~idad inva~iante
~upeeto del g~upo p~oyee:tivo, es que hthz+ ...+hm+m = n+l.
Por otra parte, M.I.Stoka en su articulo"Geometrie In-
tegrale dans l'espace Projectif Pn", prueba los siguientes
teoremas:
TEOREMA 3. La~ 6amilia~ de ~i~:tema~ de ~ pun:to~,~, n+l,
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�ndepend�ente~ del e~pac�o p~oyect�vo Pn no ~on med�ble~. La
6am�l�a de ~�~tema~ de n+l punto~ �ndepend�ente~ e~ med�ble.
TEOREMA 4. Pa~a ~ ~ n, la 6am�l�a de ~ h�pe~plano~ �nde-
pend�ente~ del e~pac�o p~oyect�vo Pn no e~ med�bte.
TEOREMA 6. La 6am�l�a del e~pac�o p~oyect�vo Pn de ~�~-
tema~ de punto m~~ h�pe~plano, con el punto no pe~tenec�ente
al h�pe~plano, e~ med�ble.
TEOREMA 7. La 6am�l�a de h�pe~pa~obolo�de~ no degene~a-
do~ del e~pac�o p~oyect�vo P no e~ med�ble.
Para cada una de las familias no medibles de los Teore-
mas 3, 4 Y 7, Stoka prueba que existen dos subgrupos del gr~
po proyectivo respecto de los cuales las familias admiten
dos medidas distintas.
En el presente articulo se estudia la medibilidad de
algunos subespacios del espacio proyectivo respecto de dos
subgrupos del grupo proyectivo, a saber: el grupo triangular
especial ST(n+l),n > 1, de matrices triangulares con deter-
minante 1, Y el grupo ST1(n+l) de matrices triangulares con
unos en la diagonal.
1. Grupo triangular especial ST(n+l). El grupo triangular
ST(n+l) con n > 1 es el grupo de las matrices triangulares
(n+l) x (n+l) de determinante uno, tales que ST(n+1) = ((a�j))
con a�j = 0 para 0 ~ j < � ~ n (ver [5], pag.64).
Cuando el grupo triangular ST(n+l) opera sobre el espa-
cio proyectivo P puede ser iepresentado por el sistema den
ecuaciones
k = O,l, ••• n (1)
con lak�1 = 1, siendo xo,x1' ••• ,xn ~espectivamente x~ •••••
x~) las coordenadas homo geneas en Pn' Las ecuaciones (1) dan
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lugar a la representaci6n matricial X' = AX donde A es la
matriz triangular ((a .. )) con a .. = 0 para 0 ~ j < i ~ n,a ..~J ~J ~~
> O,i = O, ... ,n, X' y X son matrices columnas cuyos ele-
mentos son las coordenadas homogeneas x~, ...,x~ y xo""'xn,
respectivamente. Esto significa que podemos considerar el
grupo (1) como el grupo de trans formaciones determinado por
los n+l puntos ana1iticos:
(aol ,all ,0, ... 0)
( 2)
A (a ,al ,a2 , ... ,a )n on n n nn
con
( 3)
Asi considerado, e1 grupo (1) depende de n(Z+3) parametros
independientes. Las Fo~ma~ de Mau~e~-Ca~tan son los elemen-
tos (l-formas) linealmente independientes de la matriz
n = A-ldA, (4)
siendo A 1a matriz determinada por los puntas analiticos (2)
y dA 1a diferencia1 de esta. 5i Wij son las l-formas de Mau-























llamadas las eeuaeione~ de e~t~uetu~a de Mau~e~-Ca~tan del
grupo (1). El grupo (1) no es unimodular (ver [5J pag. 64);
luego, para las constantes de estructura se tiene kfoc~k = 0
(ver [8J pag. 178). Con estos elementos dados, procedemos al
estudio de densidades invariantes de subespacios del espacio
proyec~ivo Pn, respecto del grupo (1)
J.J. Ven~idad pa~a ~ube~paeio~ lineale~. Sea Sun subespacio
lineal del espacio proyectivo Pn, de dimension h,h ~ n. Sup~
nemos que S esta determinado por los puntos analiticos: An'
An_1,An_z, .. i,An_h. S permanece fijo si, y solo si, las di-
ferenciales dAi para i = n,n-l, ... ,n-h, son combinaciones
lineales de los puntos Ai para i = n,n-l,o.o,n-h. Dada la
relacion (5), esto quiere decir que S determina el sistema:
w .. = 0 para {i-<.j
j
O,l, ... ,n-(h+1)
= n,n-l, ... ,n-h.








Entonces la (h+1) (n-h)-forma n es la densidad invariante pa-
ra S, si, y solo si, dn = O. De la relacion (7) se tiene pa-




n." L (w .. -w .. ).j i=o -<.-<. n-j,n-j ( 8)
Usando (8) la diferencial de n resulta ser:
. h [n-(h+l) ]
dn = (- 1) n" L (w .. - w ) + ••• + (w .. - w h h)'i=o -<.-<. nn -<.-<. n- ,n-
De la relacion (6) y simplificando podemos escribir:
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h+l n
dn = (-1) ( n+1) nil L w ..•
h .(A.n-
(9)
Esta diferencial es cero s610 si n-h = 0 (por (6)), es
decir, cuando S tiene dimensi6n n. Luego hemos probado:
TEOREMA 1.1. El eonjunto de 4ube4paei04 lineale4 de di-
men4i6n h < n no tiene den4idad inva~iante ~e4peeto del g~u-
po ST(n+l).
J.f. O~ft4idad pa~a
h = 0,1,2, ... ,n-1.
puntos analiticos:
pa~e4 d~ h-plano S y punta P,
Tomamos el h-plano S generado
A,A 1,···,A h (ver 1.1.) yn n- n-
determinado por la suma An+An-(h+l)'





i = 0,1, ... ,n-(h+l)
W.· = 0 para
-<.J
j = n,n-l, ... ,n-h
y, por (5), P determina el sistema:
Win-(h+l) o para i 0, ... ,n-(h+2)










n3.. A e .i=n-h -<.n (Wnn-Wn_ (h+l) ,n- (h+l))
De (9) se tiene
n
dn1 .. (-1)h+l(n+1)n111 L w ..i=n-h -<.-<.
lJJ
De (5) se obtiene:
n-(h+Z)
dnZ I1Z A .it (W.i.i-Wn-(h+1) ,n-'(h+1))
kn-
1
]I w •• -hw
'=n-h .(A. nn
Si n es el producto exterior:
Q sera la densidad para S+P, con P ~ S, si, 5610 si,






Puesto que las w.ij estan relacionadas unicamente por la
ecuacion (6), esta diferencial es cero solo en el caso
n-(h+l) = 0, esto es, cuando h = n-lr Hemos probado:
TEOREMA 1.2. La ¢uma de un ¢ube¢paQ.io i.ineat m~¢ punto,
Qon P ¢ S, adm.ite una den¢.idad .inva~.iante ~e¢pe~to at g~upo
ST(n+l) ¢6io ¢.i ei ¢ube¢pa~.io e¢ un h.ipe~piano.
7.3. Ven4idad pa~a p~e~ de h-ptano S y panto P, eon peS,
h = 0,1,2, ,n-1. Sea S el h-plano determinado por los pun-
tos An,An_1, ,An-h y P el punta analitico An' Par el nume-
ral (1.1.) sabemos que S asi definido determina el sistema:
{
.i '" 0,..., n - (h +1)
w. . ° para-<.J
j-n, ... ,n-h.
Par el mismo numeral (l.l.)(h • 0), P define el sistema:
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Win 0 para i = O,l, .•• ,n-1.
Luego, el par S+P con PES define el sistema:
{:
0, ••• ,n- (h+1)
w' •. 0 paracs n ,n-1 , ••• ,n-h










£1 conjunto S+P con PES tiene densidad invariante
respecto al grupo (1) si, y 5610 si, dn = O. De (9) la dife-




v . de (5),
Luego
dn = n 1\ [(n+2) ~ w· .+(h+1)w ]
i=n-h .<..<. nn
( 11)
producto exterior que es diferente de cero para todo h < n.
Luego hemos probado:
TEOREMA 1.3. El eonjunto S+P eon PES no tiene den~i-
dad inva~iante ~e~peeto del g~upo t~iangula~ ST(n+1) •
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§2. Grupo triangular ST1(n+1). El grupo ST1(n+1) es el grupo
de matrices ((a ..)), (n+1)x(n+1), tales que: a·· = 0 para~J ~J
o c j < .i ~ n y a .. = 1 para 0 ~ .i ~ 1'1 (ve r [5] pag. 65).~~
ST1(n+1) por ser un subgrupo normal de ST(n+1), es un
grupo unimodular (ver [8] pa g. 158), es decir, el elemento
de volumen de ST1(n+1) invariante a izquierda, es tambien
invariante a derecha.
Considerando el grupo ST1(n+1) como grupo de transfor-
maciones sobre el espacio proyectivo Pn, puede ser definido
por las ecuaciones:
*x.~ . 0, ... ,1'1, ( 1 )
siendo xo",xn
parametros del
~ 1'1(1'1+1)coordenadas homogeneas en P 1'1' Y los 2
grupo a.ij' los elementos de la matriz
t<j 0 para a ~ j < .i c 1'1A ((a .. )) , con~J a .. para ° " .i ~ 1'1~~
Las ecuaciones (1) tambien las podemos expresar en for-
ma matricial por
x* = AX , con I A I = 1,
X* Y X vectores columnas (x~, ... , x~) y (xo' .•• , xn) res-
pectivamente. Definiendo los puntos Ao,A1, ... ,An por
(1,0, ... ,0)




(a .,a1·,···,a. 1·,1,0, ... ,0)oJ J J - ,j
A
1'1




Fo~m~ de Mau~e~-Ca~tan.Las l-formas w .. definidas por la~j
11= (( w •• )) = A - 1 dA~j
son las n(~+l) componentes relativas del grupo 0 formas de
Maurer-Cartan. Si
((a .. )) = A-1~j y ((da .. ))~j dA,
elIas estan dadas por la expresi6n
j-l
w •. = da .. + I a'kdak"
~j ~j k=.£+l~ j .£ < j, ( 3)
y tambien verifican
da ..~j .£ < j. (4)
De (2) Y (4) se encuentra para cada Aj la expresi6n:
dA.
j
k < j 1 , ..• ,n, (5)
Las ecuaciones de estructura, obtenidas al diferenciar
(5) son:
dw ..~j .£ < j. (6)
De donde
0, O ... n-1. ( 7)
2.1. Densfdad para subespacios lineales· Sea Sh el subespa-
cio generado por los puntos An,An-1 ... An-h con h < n. El
subgrupo de ST1(n+l) que deja invariante a Sh define, por











Luego si n es el producto exterior
n-(h+1)




n sera la densidad invariante para Sh sespecto del grupo
S T 1 (n + 1) s i, Y S610 s i, d n = O. De ( 6 )
n- (h+1) R. [n-(h+1) j -1 ]L (-1) A w .. r. L WH!\w'kR.=o i=R.+1 -<.] k=R.+1 ]
n-h~j~n
(10)
Pero para cada j en (10) el producto exterior en el pa-
rentesis cuadrado es nulo, luego
dn = 0
Hemos, pues, probado:
TEOREMA 2.1. LO-6 -6ube-6pac.io-6 line.ale.~ de dime.n~i6n h < n
admLte.n una den~idad invaltiante. Ite.~pe.c.to del gltupo ST1 (n+1) .
Si Sh tiene una densidad invariante respecto de ST1(n+1),
entonces tiene una medida invariante, dada por fShn.
Si h = O,Sh es el conjunto de puntos P para el cual el
sistema completamente integrable (8) es, w. 0 para 0 <; i-<.n






Usando (3), dP es el producto exterior:
dP
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Tomando coordenadas no homogeneas (x •...•x 1) para el pun-o n-
to P tales que x. ~. para 0 ~ ~ ~ n-l. resulta.(. .(.n
dP dx " ... r. d" l'o n- ( 12)
Es decir. la densidad para puntos es el elemento de volumen
del espado.
Si h = n-1,Sh es el hiperplano H, para el cual el sis-
tema (8) esta dado por
w ' = 0
OJ '
j (13)
y su densidad invariante por:
n
dH = A w "
j= 1 oJ
(14 )
De (3) encontramos que w.· puede ser expresado en la forma:.(.J
w·· = - [da .. + jf ~k' da ].
.<.J .(.J k=b1 J ~k
(1 S)
de donde dH resulta ser:
(16)
siendo ((a, .)) = A-1. Por (1) la ecuaci6n del hiperplano H
.(.J
esta dada por:
" + <l 1 x. + ...+<l " = O.o 0 I on n
Tomando coordenadas no homogeneas z.,k. tales que
.(. .(.
,,' <loi _1_.(. ki con ko =z . y , <lon.(. "n aon
,i 0 •.. n i 1. .. n-l
la ecuaci6n de H puede escribirse:






Con el fin de simplificar esta expresi6n llamamos
dK = dllo " ... " dlln_1• Entonces
dKdH = ----(Ilo)n+l
(17)
2.2. Dens1dad para h-plano y pun to (Sh+P) con P ¢ Sh' Sea
Sh el plano generado por los puntos An,An-1·· .An-h, con
h < n, y P el punto de coordenadas no homogeneas x.,O ~ in -<.~ n-I, tales que x . = .4 a .. i = O, ••• n-l, entonces, de (4)
-<. )=-<.+1-<')
y (8), el subespacio Sh+P define el sistema completamente
integrable:
w· .-<.) {
i = O ••• n-(h+l),
o .pa r a
j = n,n = 1, ... n-h, (18)
nL w ..
j=i+l -<.)






" L w ..i=o j=i+l-<')
entonces 0 = 0<\ "Op es la densidad invariante para Sh +P si,
Y s6lo si, dO = O. Por el teorema 2.1, dO<\ = 0 Y dOp = 0,
Iue go :
dO = dO ,,0 + (-1) nO "dO • O.
<\ P <\ P
Hemos probado:
TEOREMA 2.2. Lo<\ ~ube<\pacio<\ compue<\to<\ de un h-plano
Sh(h < n) y punto, con P ¢ Sh' admiten una den<\idad inva-
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~~ante ~e6pecto del g~upo ST,(11+1).
Es decir, (Sh+P) con P ¢ Sh admite una medida inverian-
te respecto de ST,(11+1), dada por la integral Is Q.
h+pLlamando dSh = nh y dP = Qp' la densidad de (Sh+P)
resulta:
d(Sh +P) = dSh fI dP
Si h = O,Sh es un conjunto de puntos, luego la densidad pa-
ra Sh+P es la densidad para pares de puntos P1+PZ' igual al
producto de las densidades:
Si h n-l,Sh es un hiperplano H y
d(Sh+P) = d(H+P) = dH fI dP.
Reemplazando en (lZ) y (17) resulta:
dK fI dP
(ko) 11+1 '
donde k z + ..• +k 1z 1 +' = 0 es la ecuaci6n del hiperpla-o 0 11- 11-
no y, dP = dx ••• dx 1 la densidad de P con coordenadas noo 11-
homogeneas (xo ••• xn_,).
Llamando p y V a las distancias de H al origen y al
punto P, respectivamente, (19) se transforma en
d(H+P) ( '9)
d(H+P) = (~) 11+1dK fI dP
con dK • d k fI ••• fI dk 1. Expresi6n encontrada por Luccionio 11-·
[4] para la densidad invariante de H+P respecto del grupo
proyectivo. Es decir, la densidad para H+P en el espacio
proyectivo, coincide respecto de los grupos ST1(11+1) y pro-
yectivo, como debe ocurrir (por ser ST1(11+1) un subgrupo
del grupo proyectivo (ver [7])
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2.3. Densidad para h-plano y punto (Sh+P) con P £ Sh. Sea
Sh el subespacio generado por los h+l puntos A,A l···A hII n- 11-
y P el punto An' El subespacio (Sh+P) as! definido por (8) y




0, 0 ~ i ~ n- (h+1),· n-h ~ j < n,
(21)









Sh+P admite una densidad invariante 0 = O~" 0p si, y 5610
si, dS"l -= O.
Por el teorema 2.1. dO~ = 0, luego do = 0, si, y solo
si, S"l~l\dnp = O. Por (6)
n-l { h [n-l ] n-l }dS"lp = L (_1)(n- )-R,. win(wR,n) 1\ L w1kl\wknR,-=n-h ..(.=n-h k= +1
(22)
donde (wR,n) significa el termino excluido del producto
.nAlhw. en cada sumando. Facilmente se observa que para ca-..(.=n-..(.n
da valor de 1 aparecen l-formas repetidas, luego el produc-
to exterior se hace cero para cada l,n-h ~ 1~ n-l y dOp
= O. Asi queda probado el:
TEOREMA 2.3. Lo~ ~ube~pacio~ compue6to~ de h-plano
Sh(h < n) y punto, Sh+P, con P E Sh' admiten una den~idad
inva~iante ~e~pecto del g~upo ST1(II+l) dada po~:
d(Sh+P) • 0 - 0 " '1~ P
Si h = n-l,Sh es el hiperplano y
n
II W • "j-l OJ
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Por (14) sabemos que dH
d(H+P)
De (17) Y (3) resulta:
d(H+ P)
dK" (da1 n " da2n "
siendodK=dko"···"dk 1,conkz+ .•• +k 1z 1 Olan- 0 0 n- n-
ecuaci6n de H. Si (x •.. x 1) son las coordenadas no homoge-o n-
neas de P, con Xi = a. 0 ~ i ~ n-1, entonces
'" .{.n
d (H+P)
dK " dX1 " •.• "dxn_1
(ko)n+1
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